28 Arithmétique, Calcul différentiel et Optimisation

28.A Questions de cours :
1. Montrer que Z/nZ est un corps si et seulement si ¢’est un anneau intégre si et seulement si n est
premier
Théoréme chinois
. Un groupe est monogéne fini si et seulement si il est cyclique
. Morphismes de groupes Z/nZ — Z/mZ.

. différentielle d’une application différentiable en un extremum local.

NS S U

. Application constante sur un ouvert convexe

28.B Exercices arithmétique :

Exercice 1: ** Quelques équations de congruences

1. Réduire dans Z/117Z P’équation d’inconnue a : a® — 100 = 0
0
3. Reéduire dans Z/2217Z I'équation d’inconnue a : a® + 1la — 1

2. Réduire dans Z/121Z I'équation d’inconnue a : a® — 1

Exercice 2: *** TUne drole de somme

| r

Soit p un nombre premier. Soit k € N*.
Montrer que Z a® vaut soit 0 soit 1 (et préciser quand se présente chacun des deux cas).
a€ZL/pZ

Exercice 3: **** Jdéaux premiers et radical d’un idéal

On dit qu’un idéal I d’un anneau A est premier lorsque :
siabe I alorsacloubel.

1. Montrer que les idéaux premiers de Z sont de la forme pZ pour p premier.

2. Montrer que les idéaux premiers de K[X] sont de la forme (P) pour un certain polynéme
P irréductible dans K[X].

On appelle radical d'un idéal I 'ensemble VI ={a € A / 3neN*, a" €I}
3. Montrer que /T est un idéal

4. Montrer que si I est un idéal premier d’un anneau A alors I = /T

Exercice 4: ** 2 idéaux c’est un corps!

Montrer qu’un anneau qui n’a que deux idéaux est un corps

Exercice 5: *** Ou sont les irréductibles ?

1. Quels sont les irréductibles de degré 2 et 3 de Z/2Z[X]?
2. Quels sont les irréductibles de degré 4 de Z/27Z[X]?

Exercice 6: * Les groupes d’ordre 4

Déterminer (& isomorphisme prés) tous les groupes d’ordre 4.

7~

Kylian Prigent 30 mars 2026 70/ 74



Exercice 7: ** Que des éléments d’ordre 2

Soit G un groupe dont tous les éléments (sauf I’élément neutre) sont d’ordre au plus deux. Dé-
montrer que G est abélien.

Exercice 8: **** Partitionnement par les ordres

| V

Soit G un groupe cyclique d’ordre n.
1. Montrer que tout sous-groupe de G est cyclique

2. Soit d un diviseur positif de n. Montrer que G admet un unique sous-groupe d’ordre d.

3. Montrer que Z o(ld)=n

1<d<n
d|n

7

Exercice 9: **** Sous-groupe d’un groupe d’inversibles

Soit G = (Z/20Z)* le groupe des éléments inversibles de Z/20Z.

Donner la liste de tous les éléments de G.
Pour tout a € G, déterminer le sous-groupe (a) engendré par a.
Déterminer un ensemble minimal de générateurs de (G, -).

(G, ) est-il un groupe cyclique ?

e PP E

Déterminer tous les sous-groupes de G et, pour chaque sous-groupe, préciser un ensemble
de générateurs.

6. Parmi les sous-groupes de (G, ), lesquels sont isomorphes & un groupe additif (Z/mZ,+)?

Exercice 10: **** Diviseurs

Soit n > 2; on choisit de maniére équiprobable un des entiers compris entre 1 et n; soit p un
diviseur de n et A, I’événement : le nombre choisi est divisible par p.

1. Calculer P(A4,).

2. Montrer que si p1, ..., p, sont les diviseurs premiers de n, les événements A, ,..., A, sont
mutuellement indépendants.

3. En déduire le calcul de ¢(n).

~

28.C Exercices calcul différentiel

Exercice 1: *** Différentielle du déterminant

1. Calculer la différentielle du déterminant en I,
2. En déduire la différentielle du déterminant en A € GL,,(R)
3. En déduire la différentielle du déterminant en A € M,,(R)

~

Exercice 2: ** Différentielle de 1’inverse matriciel

Soit ¢ : GL,(R) — GL,(R), M — M~1L.
1. Démontrez que ¢ est différentiable en I,, et calculez sa différentielle en ce point.

2. Méme question en M € GL,(R) quelconque.

7
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Exercice 3: ** Puissances de matrice

Soit p € [2,+o0[, on pose ¢, : M, (R) = M,(R) ; M — MP. Montrer que ¢, est différentiable
et donner sa différentielle.
En déduire que ’exponentielle matricielle est différentiable en 0.

r
\

Exercice 4: ** Produit scalaire

Soit { -, - ) un produit scalaire sur R™ et soit f : R"™ — R™ une application différentiable. Calculer
la différentielle de @ — (f(z), f(z)).
En déduire la différentielle de N = /( -,- ).

7

Exercice 5: *** La norme au quotient

Soit f: E\{0} — E\{0} ; z — Z:. Montrer que f est différentiable et donner sa différentielle.

||l

Exercice 6: *** Gradient affine

| r

Soit A € S;FT(R) et soit b € R™. On considére 'application

¢.{]R" -~ R
z o Lally - tab

ou (x,y)a := (Ax,y) est le produit scalaire associé a la matrice A.
Montrer que Vé(z) = Az —b.

| V

Exercice 7: ** Multiplication dans la norme 44.3
Soit (E,( -,-)) un espace euclidien. Soit @ € R\{0} un réel. Soit

fa:{E\{O} - R

x = |ax]|

Montrer que f, est différentiable et donner son gradient.

r
\

Exercice 8: *** Majoration de la norme du gradient i.e. IAF

Soit (F, { -, - )) un espace euclidien. Soit C' un ouvert convexe de E. Soit f : C'— R une application
de classe C2. On suppose que pour tout = € E, on a V f(z) < 2025.
Montrer que pour tout couple (a,b) d’éléments de C on a :

|f(a) = F(b)] < 2025[|a — b].

Exercice 9: ** Continuité et dérivées directionnelles

Soit
RxR — R
£ S pour (x,y) # (0,0)
§708) = { 0" pour (,4) £ (0,0)

Montrer que f admet des dérivées dans toutes les directions en (0,0). Est-elle continue en ce
point 7
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Exercice 10: * Continuité

Etudier la continuité en (0,0) de lapplication

R+ XR+ - R

f: T30 pour (z,y) # (0,0)
@, 9) H{ 0" pour (z,y) #

Exercice 11: *** Classe C!

Soit

Montrer que F est C'.

r
\

Exercice 12: *** Classe C! (2)

Soit
R*> — R
zsin()—ysin@@) oy (z,y) # (0,0)

, — 22 +y?
(z,9) { 0 pour (x,y)

Montrer que F est C'.

Exercice 13: *** Construction a partir d’'une forme linéaire

Soit F un R-evn. Soit ¢ : E — R une forme linéaire continue (automatique seulement en dimension
finie). Soit f lapplication de E dans E définie par :

Ve e E, f(z)=q¢(z).

Montrer que f est différentiable sur E, donner sa différentielle et en déduire que f est de classe

Q
S

Exercice 14: *** Les cordes vibrantes
Soit ¢ # 0. Chercher les solutions de classe C? de ’équation aux dérivées partielles suivantes

LSS
ox?2  0t2’

a I’aide d’un changement de variables de la forme v = x + at, v = x + bt.

28.D Exercices optimisation

Exercice 1: *** Extrema locaux d’une fonction de 3 variables

Déterminer les extrema locaux de f : R® = R, (z,y,2) = 22 +4y? + 22 +ay+zz+yz —4(z +y+2)
et préciser leur nature.

Exercice 2: *** Points critiques et extrema d’une fonction de deux variables

Soit f : R? — R Iapplication définie par f(z,y) = z*

leur nature.

— 1y® — zy? 4+ 1. Déterminer ses extrema et

r
\
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Exercice 3: *** Extrema liés

Etudier les extrema de la fonction f : R? — R, (z,y) ~ exp(azy), a > 0 sous la contrainte
BryP+ar+y—4=0.

Exercice 4: *** Inégalité arithmético-géométrique

Soit n >2et f:R" = R, (#1,...,25) = &1+ Tp. On note I' = {(21,...,2,) ERY; 21 +--- +
B =

1. Démontrez que f admet un maximum global sur I' et le déterminer.

2. En déduire I'inégalité arithmético-géométrique : pour tout (z1,...,z,) € R}, on a

n
[[oi/n < 2=t

. n
i=1

Exercice 5: ¥**(*) Valeur propre d’uen matrice symétrique réelle

Soit A € Sy (R). Soit f : { ko <Afv> .

En utilisant le théoréme des extrema liés, justifier que A admet une valeur propre.
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